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Los niimeros enteros Estructura de los nimeros enteros

Estructura de los numeros enteros

Definicién
El conjunto de los niimeros enteros es el conjunto

Z={.,-n..,—3,-2,-1,0,1,2,3,...,n,...}.
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Los niimeros enteros Operaciones con nimeros enteros

Operaciones

Definicion
En Z se pueden definir dos operaciones binarias internas +,- : Z X Z — 7
con las siguientes propiedades:

i) a+(b+c)=(a+b)+c, a(bc) = (ab)c, para cualesquiera a, b, c € Z
(asociativa),

ii) a+ b= b+ a, ab= ba, para cualesquiera a, b € Z (conmutativa),
iii) a+0=a, al = a, para todo a € Z (existencia de elemento neutro),

iv) para todo a € Z existe —a € Z tal que a + (—a) = 0 (existencia de
elemento opuesto),

v) ab = ac = b = c, para cualesquiera a,b,c € Z con a # 0
(cancelativa),

vi) a(b+ ¢) = ab+ ac, para cualesquiera a, b, ¢ € Z (distributiva).
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Los niimeros enteros Operaciones con nimeros enteros

Operaciones

Definicién
En Z se puede definir una relacién de orden total, compatible con la suma
y el producto:

a+c<b+c paratodoceZ

<
a_bj{ac<bc para todo c € Z con c >0
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Los niimeros enteros Induccin

El axioma de buena ordenacion

Propiedad (Axioma de buena ordenacién en 7Z)

Si X es un subconjunto no vacio acotado inferiormente de Z, entonces X
tiene minimo.

Consecuencia

Si X es un subconjunto no vacio de NU{0}, entonces X tiene minimo.
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Los niimeros enteros Induccin

El axioma de buena ordenacion

Teorema (Principio de induccidn)
Sea S C N tal que

i)leS,

i) sikeS=k+1€eS.
Entonces S = N.

Teorema (Principio de induccidn fuerte)

SeazgceZyseaSC Zy={z€Z|z> z} tal que
i) €S,

ii) si{z,z20+1,...,n} CS=n+1€S.

Entonces S ={z € Z |z > z}.
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Los niimeros enteros Divisibilidad. Teorema de la divisién

Divisibilidad. Teorema de la division
Definicién

Dados ay b nimeros enteros, a # 0, se dice que a divide a b (a|b) si Ic € Z
tal que b = ac. Si a|b se dice que a es factor de by que b es miiltiplo de a.

Propiedades
Sean a, b, c € Z. Entonces
i) 1la,
ii) alo,
iii) a|lby alc=alb+c,
iv) alby alc & a|lbx+ cy,Vx,y € Z,
v) alby bla=a=boa=—b.
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Los niimeros enteros Divisibilidad. Teorema de la divisién
Divisibilidad. Teorema de la division

Teorema (Teorema de la division)

Sean a € Z y b € N. Entonces existen q,r € Z con 0 < r < b tales que
a=bqg+ r. Ademas, q y r son nicos.

a, b, g y r se suelen llamar dividendo, divisor, cociente y resto,

respectivamente.
Corolario

Sean a € Z y b € 7. Entonces existen q,r € Z, 0 < r < |b|, tales que
a= bqg+ r. Ademas, q y r son tnicos.

Ejemplos

i)Sia=17yb=3,17=3-54+2con0<2< 3,
ii)sia=17yb=-3,17=(-3)-(-5)+2con 0<2<3=|-3|
i) sia=-17yb=3, —-17=3-(-6)+1con 0 <1< 3,

iv) sia=—-17yb=-3, -17=(-3)-6+1con0<1<3=|-3|
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Los niimeros enteros Divisibilidad. Teorema de la divisién

Demostracion del Teorema de la Division

Sea R = {x e NU{0} | a= by + x para algin y € Z}.

Se tiene que R # () puesa=b-0+asia>0ya=b-a+(a—ab) =
b-a+a(l—b)cona(l—>b)>0,sia<o.

Por tanto, existe r = min R € R tal que a = bq + r para alglin g € Z.
Ahora, se tiene que r < b pues si fuera r — b > 0, se tendria que a =
b(q+1)+r—bcon0<r—b< r (contradiccién).

Vamos a ver finalmente que g y r son unicos. Supongamos que existen
q',r' € Zcon0<r' < btalesque a= bqg +r'. Entonces b(q¢'—q) =r—1r'
y por tanto, si g < ¢’ se tieneque r =r'+b(¢' —q) > r' +b> b, ysi
qg>¢q setiener' =r+b(qg—q)>r+b>b. Luegohadesergq=4q'y
por tanto r' =a—bqg = a— bg =r.
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Los niimeros enteros Sistemas de numeracion

Sistemas de numeracion

Definicion

Sea n € N. Se dice que n esta expresado en base 10 y se denota
n= (nknk,l s nlno)lo, sin= nk10k + nk,llok’l 4+ -+ 4+ n10+ ng, con
0 < n; <10 para todo i € {0,...,k} y ng # 0.

Se dice que n esta expresado en base b (b > 2) y se denota n =
(nnk—1---mng)psin=nebX+n_1bk 14 .4 nb+ng,con0<n <b
para todo i € {0,...,k}y ng #0.

A la notaciones en bases 10, 2 y 16 se les llama notaciones decimal, binaria
y hexadecimal.

Teorema

Sea b > 2 un numero natural. Entonces todo niimero n € N se puede
expresar de forma dnica en la forma

n:nkbk+nk_1bk_1+---+n1b+n0, k>0
con 0 < n; < b para todo i € {0,...,k} y nx #0.
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Los niimeros enteros Sistemas de numeracion

Demostracion sistemas de numeracion

Por el teorema de la divisién, n = bqgo + ry con 0 < go < n (por ser b < 2)
y0<nr<b.

Por otra parte g = bg1 + ncon0< g1 < g <ny0<n <bh.
Porotraparte gy =bgo+ncon0< g <q1 < q<ny0<nmn<n<b.

Continuando este proceso obtenemos {0 = qx < gx—1 < -+- < g1 < go <
n}yy {re,rk-1,...,n, ro} tales que
n = bqo + ro

:b(bq1+r1)+ro:b2q1+br1+ro:...

= b2(bq2 +n)+bn+rn= bqp + b2gi+br+r=...

= b g1+ b+ b+ 1o

= b g + b e+ b+ b+ g

=bne+ bt i+ 4 b+ o
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Los niimeros enteros Sistemas de numeracion

Demostracion sistemas de numeracion
Para probar que esta expresién es Unica, supongamos que
n=>bn+ bty 4 b ro=brl b e b 1

con 0 < r; < b para todo i € {0,...,k}y by # 0, 0 < r/ < b para todo

i€{0,...,s}yng#0.
Supongamos que s < k y definamos r-’ =0sis < i< k. Entonces

n=brn+ b r 1+ +brn+ro=br+ b+ 4 br] + 1

y por tanto b*(r| —re)+b*"1(r,_;—rk_1)+---+b(rf —ro)+(r5—ro) = 0.
Por tanto b|(r§ — ro) y como 0 < |rg — rg| < b (por ser 0 < ry, rj < b),
entonces ry = rj. Ademds, entonces se tiene que b¥(r| — i)+ b*"1(r, | —
rk,l) +---+ b(r{ — ro) =0.

Por tanto bX~Y(r{ — ) +b*=2(r,_;—rk_1)+---+(r{ —ro) = 0y razonando
igual que antes se tiene que r = rj.

Continuando el proceso se obtiene que r; = r! para todo i € {0,..., k}.
Finalmente, como ri # 0, entonces r, # 0 y por tanto s = k.
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Los niimeros enteros Maximo comiin divisor
El maximo comun divisor

Definicion
Dados a, b € Z\{0} se dice que d > 1 es el mdximo comun divisor de a 'y
b si d|a, d|by cualquier otro ¢ € Z tal que cla, c|b verifica que c|d.

Observacion
Dados a, b € Z \ {0} existe un tnico d > 1 tal que d es el mdximo comun
divisor de a 'y b. Se denota d = mcd(a, b).

Teorema

Sean a,b € Z\ {0} y sea d = mcd(ab). Entonces d es el menor entero
positivo no nulo que puede expresarse en la forma ax + by con x,y € Z.
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Los niimeros enteros Maximo comiin divisor
El maximo comun divisor

Definicion
Dados a, b € Z\{0} se dice que d > 1 es el mdximo comun divisor de a 'y
b si d|a, d|by cualquier otro ¢ € Z tal que cla, c|b verifica que c|d.

Observacion

Dados a, b € Z \ {0} existe un tnico d > 1 tal que d es el mdximo comun
divisor de a 'y b. Se denota d = mcd(a, b).

Teorema

Sean a,b € Z\ {0} y sea d = mcd(ab). Entonces d es el menor entero
positivo no nulo que puede expresarse en la forma ax + by con x,y € Z.

Corolario

Sean a,b € Z\ {0}. Entonces mcd(a, b) =1 si y solo si existen s,t € Z
tales que as + bt = 1. Se dice en este caso que a y b son primos entre si.
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Los niimeros enteros Maximo comiin divisor

El maximo comun divisor

Propiedades
Sean a, b € Z. Entonces

i) mcd(a, b) = med(|al,|b|),
ii) mcd(ka, kb) = |k| mced(a, b),

b
iii) med(a, b) = d < dla, d|b y med (3 d) = 1.
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Los niimeros enteros Maximo comiin divisor

El algoritmo de Euclides

Proposicién
Sean a,b € 7\ {0}. Entonces mcd(a, b) = mcd(b, r) donde r es el resto
de la division de a por b.

Observacion (Algoritmo de Euclides)

Sean a,b € Ncona> b > 0. Entonces a= bg1+r con0 < n < b, donde
si n = 0 se tiene que mcd(a, b) = b. Si rp # 0 se tiene que b=ng+ n
con rp < ri, donde si r» = 0 se tiene que mcd(a, b) = med(b, 1) = . Si
r # 0 se tiene que r; = rpgs + r3 con r3 < ra, donde si r3 = 0 se tiene que
mcd(a, b) = med(b, 1) = med(r, r2) = r2. De esta forma, continuando el
proceso, obtenemos {0 = ry < rx_1 < -+ < rp < rn < b}. Pero entonces,
COMO rk_> = rk—1qx + rk = rk—1qx, se tiene que

mcd(a, b) = med(b, 1) = med(ry, ) =+ = re_q.
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Los niimeros enteros Ecuaciones diofnticas

Ecuaciones diofanticas de primer grado

Lema (Lema de Euclides)

Sean a, b, c € Z con mcd(a, b) =1 tales que a|bc. Entonces a|c.

Teorema

La ecuacion diofantica ax + by = ¢, con a,b,c € Z\ {0} tiene soluciones
enteras si y solo si d = mcd(a, b)|c. Ademds, en este caso, su solucion
general es de la forma

tb
X =Xx1+ —

tda para todo t € Z
y:}’I*g

donde (x1,y1) es una solucién particular de ax + by = ¢ (por ejemplo la
que se obtiene a partir del algoritmo de Euclides).
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Los niimeros enteros Numeros primos
Ndmeros primos

Definicion

Diremos que un nidmero entero p > 1 es primo si sus unicos divisores
positivos son 1y p. Si p no es primo se dice que es compuesto. Por tanto,
q es compuesto si y solo si existen a, b € {2,3,...,n—1} tales que g = ab.
Diremos que p y g son primos entre si si med(p, g) = 1.

Teorema
Sea p > 1, p primo, tal que plab,a, b € Z. Entonces p|a o p|b.

Corolario

Sea p > 1, p primo tal que p|pip2--- pn con p1,p2, ..., pn € Z. Entonces
existe i € {1,2,...,n} tal que p|p;.
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Los niimeros enteros Numeros primos
Ndmeros primos

Teorema (Teorema Fundamental de la Aritmética)

Todo niimero natural n > 1 o bien es primo, o puede expresarse de forma
tnica (salvo el orden de los factores) como producto de niimeros primos.

Observacion

Si un ndmero n es compuesto, entonces ha de tener un divisor primo menor
o igual que /n.

Teorema

Existen infinitos nimeros primos.

Observacion

El método mas antiguo y conocido de obtener todos los niimeros primos
menores que un entero dado n es la criba de Eratdstenes. Por la observacién
anterior, solamente es necesario hacer la criba empezando por los niimeros
menores que \/n.
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